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FUNCTIONAL STATISTICS AND TOPOLOGICAL SPECTROSCOPY FOR QUANTUM
INFORMATICS
N.S. Perminov, Sh.R. Shakirov
In this work the synthesis of a mathematical technology necessary for statistical and parametric con-
trol of a linear component of a quantum computer. Using the methods of the transfer function and
complex statistics, the topology of the spectrum of a point-like two-particle quantum system located
in a resonator and having a controllable memory is studied.
Keywords: functional statistics, topological spectroscopy, quantum informatics.
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КАСАТЕЛЬНОЕ РАССЛОЕНИЕ К РАССЛОЕНИЮ ЛИНЕЙНЫХ РЕПЕРОВ
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Касательное расслоение к расслоению линейных реперов рассматривается в корепере
и двойственном ему репере. Построены базисные векторы касательного и соприкаса-
ющегося пространств в натуральном репере. Найдены скобки Ли базисных векторов
соприкасающегося пространства.
Ключевые слова: Векторнозначные дифференциальные формы, соприкасающее-
ся пространство, пфаффовы производные.
Рассмотрим m-мерное гладкое многообразие Xm и некоторую окрестность,
в которой текущая точка определяется локальными координатами xi (i , j ,k, . . . =
1, ...,m). Структурные формы ωi многообразия Xm удовлетворяют уравнениям
dωi =ω j ∧ωij [1]. Выражение для дифференциала точки A расслоения касательных
линейных реперов L(Xm) запишем в виде
d A =ωi ei +ωij e
j
i . (1)
Совокупность векторов e = {ei ,ekj } образует допустимый репер касательного про-
странства TAL(Xm) = span(ei ,ekj ) к расслоению L(Xm) в точке A, dimTAL(Xm) =
m+m2. Этот репер является двойственным к кореперу {ωi ,ω jk }, т.е.
ωi (e j )= δij , ωi (ekj )= 0, ωij (ek )= 0, ωij (ekl )= δilδkj .
Касательное пространство TAL(Xm) содержит вертикальное пространство VA =
[e
j
i ], касательное к слою в точке A; dimVA =m2. Вертикальные базисные векторные
поля e ji можно считать фундаментальными векторными полями структурной груп-
пы расслоения.
Для векторов репера e = {ei ,ekj } в натуральном репере {∂i = ∂/∂xi , ∂kj = ∂/∂x
j
k }
имеем (
ei ekj
)
= ( ∂l ∂pq )
( ∗
x li 0
−xqsi xsp −δ
q
j x
k
p
)
,
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где xij k = xik j ;
∗
x ij — матрица, обратная к матрице x
i
i . Переменные x
i
j , x
i
j k являют-
ся слоевыми координатами. Формы инвариантного корепера {ωi ,ω jk } относительно
натурального корепера {d xi ,d x jk } выражаются следующим образом:(
ωi
ω
j
k
)
=
(
xil 0
−x jks xsl −δ
j
p
∗
x q
k
)(
d xl
d x
p
q
)
.
Деривационная формула (1) в натуральном репере имеет вид: d A = d xi∂i +d xij∂
j
i .
Форма d A является векторнозначной 1-формой со значениями в касатель-
ном пространстве TAL(Xm), т.е. тангенциальнозначной 1-формой. Форма d A со-
ответствует тождественному преобразованию касательного и кокасательного про-
странств к многообразию L(Xm) и является канонической формой расслоения
L(Xm). Обозначиммножество всехформ со значениями в пространстве TAL(Xm) че-
рез Ω11 =Ω1(TAL(Xm)).
Векторы (невертикальные ei и вертикальные ekj ) репера 1-го порядка удовле-
творяют уравнениям [7]:
dei −e jω ji −e
j
kω
k
j i = ei jω j +e ki jω
j
k , de
j
i +eki ω
j
k = e
j
i kω
k +e j li kωkl , (2)
причем для совокупности векторов 2-го порядка e ′ = {ei j , e ki j , e
j
i k , e
j l
i k } из соприкаса-
ющегося пространства T 2AL(Xm) (dimT
2
AL(Xm)= 12 (m2+m)(m2+m+3)) справедливы
условия симметрии: ei j = e j i , e ki j = ekj i , e
j l
i k = e
l j
ki .
Для векторов из совокупности e ′ справедливы разложения
e
j l
i k = x
j
s
∂2
∂xis∂x
k
p
xlp , e
j
i k =−x
j
sk e
s
i +x
q
pk e
j p
i q −x
j
l
∗
x sk
∂2
∂xil ∂x
s
,
ei j = xki j ek + (xkl i j −xsi j xkl s)e lk +xkl i e lk j +xkl j e lki +xks j x
q
pi e
sq
kp+
∗
x li
∂2
∂xl∂xk
∗
x kj .
Таким образом, получили подвижной репер 2-го порядка e2 = {e,e ′} соприкасающе-
госяпространстваT 2AL(Xm). Векторыиз совокупности e
′ удовлетворяют сравнениям
по модулю базисных форм ωi ,ω jk расслоения T L(Xm):
de
j l
i k
∼= 0, de ji k ∼= e
j l
i sω
s
lk −e liω
j
l k , dei j
∼= e ki lωlk j +ekωki j +e lk jωkl i +e lkωkl i j ,
из которых видно, что касательное пространство 2-го порядка T 2AL(Xm) содержит
следующие подпространства: A = span(e j li k )⊂B = span(e
j
i , e
j
i k , e
j l
i k ).
Перепишем уравнения (2) следующим образом:
dei −e jkωkj i = eˆi jω j + eˆ ki jω
j
k , de
j
i = eˆ
j
i kω
k + eˆ j li kωkl , (3)
где eˆi j = ei j , eˆ ji k = e
j
i k — базисные пфаффовы производные; eˆ
k
i j = e ki j + δki e j , eˆ
j l
i k =
e
j l
i k −δ
j
k e
l
i — слоевые пфаффовы производные базисных векторов ei ,e
j
i . Векторы из
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совокупности eˆ ′ = {eˆi j , eˆ ji k , eˆ ki j , eˆ
j l
i k } назовем адаптированными пфаффовыми произ-
водными, а репер eˆ2={e, eˆ ′} — адаптированным репером 2-го порядка.
Продолжая уравнения (3), получим сравнения
deˆ
j l
i k
∼= 0, deˆ ji k ∼= eˆ
j l
i sω
s
lk , deˆ
k
i j
∼= eˆ lks jωsl i −e ljωkl i +ekl ωlj i +δki e lsωsl j ,
deˆi j ∼= eˆ ki lωlk j + eˆ lk jωkl i +e lkωkl i j ,
из которых следует, что соприкасающееся пространство T 2AL(Xm) содержит следую-
щие подпространства: Aˆ = span(eˆ j li k )⊂ Bˆ = span(eˆ
j
i k , eˆ
j l
i k ),D = span(e
j
i , eˆ
j
i k , eˆ
j l
i k ).
Произвольный касательный вектор u = ui ei+uij e
j
i ∈ TAL(Xm) относительно ин-
вариантен (инвариантен при фиксации точки A базы L(Xm)), если
dui = uijω j +ui kj ω
j
k , du
i
j +ukω
j
i k = uij kωk +ui lj kωkl .
Тогда du = uˆiωi + uˆijω
j
i , где
uˆi = uij e j +ukj i e
j
k +u j eˆ j i +ukj eˆ
j
ki , uˆ
i
j = ukij ek +ukil j e lk +uk eˆ ik j +ukl eˆ l ik j (4)
— базисные и слоевые (вертикальные) пфаффовы производные вектора u, соответ-
ственно. Базисные и слоевые (вертикальные) пфаффовы производные вектора яв-
ляются производными по направлению невертикальных и вертикальных векторов,
т.е. uˆi = ∂ei u, uˆij = ∂eij u. Элемент du ∈Ω
2
1 будем рассматривать как линейное отоб-
ражение: du(ei )= ∂ei u, du(eij )= ∂eij u.
Лемма. Для касательных векторов u, v справедливо равенство ∂v u = du(v).
Действительно, для левой части имеем ∂v u = v i∂ei u + v ij∂e ji u = v
i uˆi + v ij uˆij .
Справа воспользуемся отображением du, разложением по базису вектора v и усло-
виями сопряженности базисных векторов и ковекторов.
Утверждение. Скобка [u, v] векторов пространства TAL(Xm) вычисляется по
формуле
[u, v]= d v(u)−du(v)= vˆiωi (u)+ vˆ ijω
j
i (u)− uˆiωi (v)− uˆijω
j
i (v). (5)
Используя условия сопряженности, получим
[u, v]= vˆi ui + vˆ ij u
j
i − uˆi v i − uˆij v
j
i .
С помощью обозначений (4) приведем скобку к виду [u, v] = [u, v]i ei + [u, v]ij e
j
i , где
базисные и слоевые координаты скобки даются формулами
[u, v]i = v ij u j −uij v j + v i kj u
j
k −ui kj v
j
k + v j uij −u j v ij ,
[u, v]ij = v ij k uk −uij k vk + v i kl j ulk −ui kj l v lk − v ik ukj +uik vkj .
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В частности, для вертикальных векторов
1
v ,
2
v имеем [
1
v ,
2
v]= [ 1v , 2v]ij e
j
j , где
[
1
v ,
2
v]ij =
2
v i kj l
1
v lk−
1
v i kj l
2
v lk−
2
v ik
1
v kj+
1
v ik
2
v kj .
Поскольку произведение векторов (векторных полей) соответствует компози-
ции их действий на функциях, то из u( f ) = d f (u) = ui fi +uij f
j
i можно вычислить
uv( f ) = u(v i fi + v ij f
j
i ), vu( f ) = uv(ui fi +uij f
j
i ), а при вычитании вычисленных вы-
ражений получим uv( f )− vu( f )= [u, v]i fi + [u, v]ij f
j
i , или
(uv − vu)( f )= [u, v]i∂ei f + [u, v]ij∂
j
i f .
Лемма. Для линейного отображения de : TAL(Xm) → T 2AL(Xm) из касательного
пространства 1-го порядка в касательное пространство 2-го порядка имеем:
dei (e j )= eˆi j +e lk (xsl i xks j −xkl i j ), de
j
i (ek )= eˆ
j
i k ,
de
j
i (e
l
k )= eˆ
j l
i k , dei (e
k
j )= eˆ ki j +e
q
p (δ
p
j x
k
qi −δkq x
p
j i −δki x
p
q j ).
Утверждение. Скобки Ли векторов репера e вычисляются по формулам:
[ei ,e j ]= (xpk j xlpi −x
p
ki x
l
p j )e
k
l , [e
i
j ,e
l
k ]= δik e lj −δlj eik ,
[eij ,ek ]= δik e j + (δ
q
j x
i
pk −δip x
q
j k −δik x
q
p j )e
p
q .
Для доказательстваможнопользоватьсяформулой (5) и деривационнымифор-
мулами (3) или прямыми вычислениями, используя координатные представления
базисных векторов в натуральном репере.
Используя разложения векторов репера e2 в натуральном репере, можно вы-
числить, например, следующие скобки:
[e
j l
i k ,e
q
p ]= δ jp eqli k +δlp e
j q
i k , [e
j l
i k ,e
bd
ac ]= δbi δdk e
l j
ca +δdi δbk e
l j
ac −δ jaδlc ebdi k −δlaδ
j
c e
db
i k ,
[e
j l
i k ,es]= x
p
qs[e
j l
i k ,e
q
p ]= xipsepli k +xlpse
j p
i k , [e
j
i k ,el ]=−x
j
lk (ei −x
p
qi e
q
p )+xpql [e
j l
i k ,e
q
p ].
Дифференциал d переводит векторы расслоения T L(Xm) в векторнозначные 1-
формы, т.е.d :Ω10 = TAL(Xm)→Ω1(dTAL(Xm))⊂Ω21. Зададимоператор d¯ = d−ωij de
j
i ,
в котором из векторнозначных 1-форм пространства Ω21 = Ω1(T 2AL(Xm)) с помо-
щью отображения −ωij de
j
i удаляется составляющая со слоевыми (вертикальными)
адаптированными пфаффовыми производными. Рассмотрим действие оператора
d¯ = d −ωij de
j
i на касательных векторах и вычислим проекции отображений d¯ на
слой, т.е. при фиксации точки базы Xm получим
d¯(ei )|ωi=0 = e j ω¯ ji +e
j
kω¯
k
j i , d¯(e
j
i )|ωi=0 = 2e
j
kω¯
k
i ,
d¯(u)|ωi=0 = [(ukij +δkj ul )ek + (ukil j −δil ukj +δkj uil )e lk ]ω¯
j
i ,
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где ω¯ = ω|ωi=0. Для произвольного вертикального вектора v = v ij e
j
i координаты v
i
и их пфаффовы производные v i kj равны нулю, тогда dRg (v) = d¯(v)|ωi=0 = (vkil j −
δil v
k
j +δkj v il )π
j
i e
l
k , т.е. произвольный вертикальный вектор переводится в вертикаль-
ный. Отображение d¯ |ωi=0 осуществляет действие структурной группы в расслоении
T L(Xm),dRg = d¯ |ωi=0, переводя вертикальныебазисные векторы e ji в вертикальные.
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TANGENT BUNDLE TO LINEAR FRAME BUNDLE
K.V. Polyakova
The tangent bundle to linear frame bundle is considered in coframe and dual frame. Basic vectors of
tangent and osculating spaces in a holonomic frame field are constructed. Lie brackets of basic vectors
fields of osculating space are found.
Keywords: Vector valued form, osculating space, Pfaffian derivatives.
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Рассматривается алгебра Ли g всех векторных полей Киллинга на локально однород-
ном римановом аналитическом многообразии M , её стационарная подалгебра h и
центр z. Пусть G – односвязная группа, порождённая алгеброй g и H – её подгруп-
па,порождённая подалгеброй h. Если h
⋂
(z+ [g,g])= h⋂[g,g], то H замкнута в G . Если
для любой полупростой подалгебы p⊂ g такой, что p+ r= g, где r – радикал g, имеет
место (p+ z)∩h= p∩h , то H замкнута в G .
Ключевые слова: Риманово многобразие, алгебра Ли, аналитическое продолже-
ние, векторное поле, группа Ли, замкнутая подгруппа.
Однородное пространство определяется группой ЛиG и её замкнутой подгруп-
пой Ли H . Локально однородное риманово аналитическое пространство определя-
ется алгеброй g векторных полей Киллинга и её стационарной подалгеброй h. Пусть
G – односвязная группа, порождённая алгеброй g, и H – её подгруппа, порождён-
ная подалгеброй h. Локально однородную риманову аналитическую метрику мож-
но аналитически продолжить до метрики однородного пространства тогда и только
тогда, когда H замкнута в G.
В основе дальнейших рассуждений лежат понятия векторныго поля Киллин-
га и связанной с ним локальной однопараметрической группы изометрий, а также
локальной группы (chunk of a group) локальных изометрий.
